ESTRUCTURA Y ORGANIZACION DE COMPUTADORES

TEMA I1. CODIFICACION.

Algoritmos de codificacion, codificacion de enteros, codificacion de reales de coma fija,
codificacion de reales de coma flotante y el estandar IEEE 754.

Bibliografia: Rafael Rico Lopez “Codificacion” Apuntes de Arquitectura de Computadores;
Andrew S. Tanenbaum “Structured Computer Organization”.

Teorema fundamental de la numeracion

Un numero racional estd compuesto por una ristra de digitos, en donde, dependiendo del
sistema posicional de numeracion en el que esté representado el nimero (decimal, binario,
hexadecimal...) cada uno de los digitos tiene un cierto peso. Pongamos un ejemplo de ello:

Se tiene el siguiente nimero en sistema decimal: 6512,35

6 5 1 2 3 5
En donde cada digito tiene los siguientes pesos: | 103 | 102 | 10 | 10° | 10~ | 102

dz | dy | dy | dy | dog | dy

El teorema fundamental de la numeracion es una formula matematica que sirve para determinar
el valor en decimal de un niimero racional representado en una cierta base numérica de sistema
posicional. Formalmente se tiene que:

pr-1 r-1 -1
v, = z di-bi=Zdi-b"+ z d; - bi = [V],(V}
i=0

i=—q i=—q

En donde p es el nimero de digitos de la parte entera del nimero y q es el numero de digitos
de la parte fraccionaria del numero. El valor entre corchetes [V] representa la parte entera del
numero, mientras que el valor entre llaves {V} es la parte fraccionaria del nimero.

Pongamos dos ejemplos del uso de esta formula, usando el nimero anteriormente descrito y un
nimero representado en base 2 (en binario).

3
6512,35,, = zdi-10i=5-10‘2+3-10‘1+2-1O°+1-101+5-102+6-103=
i=2

= 6512,35

5
101101,1, = zdi-Zi=2‘1+2°+22+23+25=0,5+1+4+8+32=45,5

i=—1
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El valor V,, es racional si puede expresarse como cociente de dos numeros enteros y es trivial
demostrar que es asi haciendo el siguiente cambio en el recorrido de los indices:

p+q-1
/4 =iz d; -b"=é Entonces: V € Q
b b4 i—-q B :

i=0

Pongamos dos ejemplos de ello:

3
6936, — 1 Zd 10i_6-10°+3-101+9-102+6-103_6936
10T 902, y i~z - 102 ~ 100
1=
6
1 ;20421428 424425 91
101101,12 =§Zdi_2'2 = 21 =7=45,5

i=0

Codificacion de enteros

El algoritmo de codificacion de ntimeros enteros consiste en dividir un valor entero [V] decimal
entre la base b a la que se desee codificar. Esta operacion genera un cociente Qg y un resto dy.
A continuacion, se toma el cociente obtenido y se divide entre b obteniendo un nuevo cociente
y resto. Este paso se repite sucesivamente hasta que el cociente sea cero. La codificacion
resultante serd la ristra de digitos d; obtenidos, es decir, los restos obtenidos en cada division,
siendo el primer resto el digito menos significativo del numero codificado.

Ejemplo de la codificacion entera a binario (base 2) del numero decimal 1534;:

153 |?2—6 (5 Siendo el niumero codificado en base 2 (binario)
& S igual a: 10011001,
2
& 13 I? [ Se puede aplicar el teorema fundamental de la
T |2 numeracion para verificar si el nimero codificado
0 @2 [2 es igual al numero en su representacion original:
o 412
wsel 0 V=2°423+2*+2"=153 Vv

Codificacion fraccionaria

El algoritmo de codificacion de la parte fraccionaria consiste en multiplicar un valor
fraccionario {V'} decimal por la base b a la que se quiere codificar. Esta operacion genera el
producto d_4. A continuacion, se toma la parte fraccionaria del producto obtenido {d_1} y se
multiplica por b obteniendo un nuevo producto. Este paso se repite sucesivamente hasta que la
parte fraccionaria de algun producto sea cero o hasta que hayamos calculado el nimero q de
digitos fraccionarios especificado por el problema. La codificacion resultante serd la ristra de
digitos [d;] obtenidos, es decir, la parte entera de los productos obtenidos tras cada
multiplicacion, siendo el primer producto el primer decimal del nimero codificado.

Ejemplo de la codificacion fraccionaria a binario (base 2) del nimero decimal 0,75:

0,75 x 2 =1,5 d_;=1
0,50 x2 =10 d,=1 Siendo la codificacion igual a: 0,11,

https://github.com/Blockky 2



https://github.com/Blockky

ESTRUCTURA Y ORGANIZACION DE COMPUTADORES
Operador TAM

El operador TAM (V, b) devuelve el nimero de digitos necesarios para representar un nimero
V en un cierto sistema posicional de base b.

log0V

logo b

TAM(V,b) = |log, V| + 1 = [

Ejemplo: Calcular el nimero de bits necesarios para representar el nimero 235 en binario.

TAM(235,2) = |log, 235]+1=17,87]+1 =7+ 1 = 8 bits

Operador BIN

El operador BIN(V, n) realiza la conversion de un nimero decimal V a binario, representado
en n bits. Para realizar la conversion se usa el algoritmo de codificacion de enteros (divisiones
sucesivas entre 2), obteniéndose asi el nimero codificado V. Si el nimero de bits necesarios
para representar el numero codificado en base 2 es mayor que el nimero de bits con el que
trabajamos, entonces se producira un desbordamiento ya que el numero no cabra en los n bits.

cond=0 sin<TAM(V,2)

BIN(V; n) { VZ,n con d = 1 Si n> TAM(V, 2)

Otra forma para determinar si se produce desbordamiento es comprobando si el nimero V
pertenece al rango de representacion de los nimeros en binario puro de n bits. También se
deduce el desbordamiento si el cociente tras hacer las n divisiones sucesivas no es 0.

Rango BIN,, = [0,2" — 1]

Ejemplo: Calcular el binario de 235 delimitado a 6 y 8 bits y determinar el desbordamiento.

TAM(235,2) =8
Rango BINg = [0, 63]
Rango BINg = [0, 255]

BIN(235,6) =101011cond =1 se produce desbordamiento (“no cabe en 6 bits”)
BIN(235,8) =11101011 cond =0 no se produce desbordamiento

Operador VAL-BIN

El operador VAL-BIN (V,,) realiza la decodificacién de un niimero binario V;, representado

en n bits a decimal utilizando la formula del teorema fundamental de la numeracion.
n—1

VAL-BIN(V,,n) = Z d;- 2!
i=0

Ejemplo: Decodificar el valor binario 11101011, g a decimal.

7
VAL-BIN(11101011,) = Z d 20 =20+ 21 423 425 4 26 4+ 27 = 235
i=0
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Operador SM

El operador SM(Z, n) codifica un nimero entero Z a binario en signo-magnitud representado
sobre n bits, en donde el bit mas significativo indica el signo y el resto de bits el valor absoluto
del ntimero codificado. Si el MSB es 0, entonces el nimero es positivo. En cambio, si es 1, el
nuamero es negativo.

signo
[0]0--00000
magnitud
n bits

consigno=0 siZ>0

SM(Z,n):{ZSM,n:BIN(lzl’n_l) consign0=1 siZ<0

Rango SM,, = [—(2™1 —1),2" 1 — 1] Es simétrico (tiene dos ceros {—0, +0})

Ejemplo: Calcular los valores 114 y —34 en signo magnitud delimitado a 8 bits.
SM(114,8) = { BIN.(114' 7)
con signo =0

BIN(34,7)
con signo = 1

}=@1110010 cond =0

SM(—34,8) = { } =[1]0100010 cond =0

Operador VAL-SM

El operador VAL-SM(Z gy, ,,) decodifica un niimero binario en signo-magnitud Zgy, , a decimal

utilizando la féormula del teorema fundamental de la numeracion, teniendo en cuenta el signo.
n-2

VAL-SM(Zgy ) = (—1)% z d;- 2" = (-1)%-1 - VAL-BIN(Zsp 1)
i=0

Ejemplo: Decodificar el valor 101000105, g a decimal.
6
VAL-SM(101000104y5) = (—1)12 di-2'=—(2"+2°)=—-(2+32) = -34
i=0
Operador C2

El operador C2(Z, n) codifica un nimero entero Z a binario en complemento a 2 representado
sobre n bits, en donde el MSB indica el signo. El complemento a 2 de un nlimero x en cierta
base b con n digitos (también llamado el complementario a la base) se calcula mediante la
siguiente formula: C2(x;,) = b™ — |x;|. Con lo que se demuestra que |x,| + C2(x;,) = b™

siZ>0 Z., =BIN(Zn)

Cz(z’n):{siz<0 Zc, = BIN(2™ — |Z|,n)

Rango €2, = [—(2™ 1), 2™ 1 — 1] No es simétrico (solo tiene un cero {+0})
Ejemplo: Calcular el valor —34 en complemento a 2 delimitado a 8 bits.

C2(—34,8) = BIN(28 — 34,8) = BIN(222,8) = 11011110
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Operador VAL-C2

El operador VAL-C2(Z, ) decodifica un nimero binario en complemento a 2 Z, , a decimal

utilizando la féormula del teorema fundamental de la numeracion.
n—2

VAL-C2(Zcyp) = Z d;-2'—d, , 2"

i=0
VAL-C2(Zcy,) = VAL-BIN(Z(yp 1) — dp_q - 2771

Ejemplo: Decodificar los valores 11011110, gy 00011110, g a decimal.
6
VAL-C2(11011110.,) = Z di-20=2" = "+ 224+ 28 +2* 425 -2 =-34
i=0

6
VAL-C2(00011110.,¢) = Z di-2l=0'"+22+ 22 +2") =94

i=0
Operador C1

El operador C1(Z, n) codifica un nimero entero Z a binario en complemento a 1 representado
sobre n bits, en donde el MSB indica el signo. El complemento a 1 de un numero x en cierta
base b con n digitos funciona complementando a la base menos 1 (b™ — x — 1).

siZ>0 Z =BIN(Zn)

Rango C1,, = [-(2™ 1 —1),2" 1 — 1] Es simétrico (tiene dos ceros {—0, +0})

Ejemplo: Calcular el valor —34 en complemento a 1 delimitado a 8 bits.
C1(—34,8) = BIN(28 — 1 —34,8) = BIN(221,8) = 11011101

Operador VAL-C1

El operador VAL-C1(Z,,,) decodifica un niimero binario en complemento a 1 Z, representado
sobre n bits a decimal utilizando la formula del teorema fundamental de la numeracion.

n—2
VAL-C1(Z¢y,) = z di-2'—d,_1 2" +d,_,
i=0

VAL-C1(Z¢y,) = VAL-BIN(Z(yp 1) —dp_ 12" ' +dp 4

Ejemplo: Decodificar los valores 11011101, gy 011104 5 a decimal.

6
VAL-C1(11011101,6) = z d;-28—1-27+1=204224+2342%4+20-27+1=-34
i=0

3
VAL-C1(01110¢,5) = Z di-2'—0-2"+0=02"+22+2% =14
i=0
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Operador EX2™1

El operador EX2™1(Z,n) codifica un nimero entero Z a binario en formato de Exceso a
M (2™1) representado sobre n bits, en donde el MSB indica el signo (ahora el 0 representa a
los negativos y el 1 a los positivos). El exceso a M de un numero binario se consigue sumando
2™~ 1 al valor que se desea codificar.

EX2"1(Z,n) =BIN(2" 1+ Z,n)
Rango EX2™ 1, = [—(2™1),2™"1 — 1] No es simétrico (solo tiene un cero {+0})
Ejemplo: Calcular el valores 32 'y —12 en exceso a 2! delimitado a 8 bits.

EX2"1(32,8) = BIN(2% + 32,8) = BIN(160,8) = 10100000

Operador VAL-EX2™1

El operador VAL-EX2" 1 (Zyx,,) decodifica un nimero binario en exceso Zgy, representado
sobre n bits a decimal utilizando la férmula del teorema fundamental de la numeracion.
n—2
VAL-EX2™ Y (Zgx,,) = Z d;-2'—d, ;-2

i=0

VAL-EX2" Y(Zgxyp) = VAL-BIN (Zgyyn— 1) —dp,_; - 2™ 1
Ejemplo: Decodificar los valores 11011101 5y,n-1 gy 011105x,n-1 5 a decimal.

6
VAL-EX2™1(1101110155,) = z di-2"—=1-2"=(Q2°+22+2%+2%+25) =93
i=0

3
VAL-EX2"1(01110gx,5) = Z d-2'—0-2*=(Q'+22+2%)-2'=14—-16 = -2
i=0

Numeros reales de coma fija

Para codificar un numero real en las diferentes representaciones binarias se pueden aplicar
varios métodos. Los operadores anteriormente vistos BIN,SM,C1,C2y EX2™! solo se
pueden aplicar sobre numeros enteros Z, salvo el operador BIN que también acepta reales, en
donde se aplicaria el método de codificacion fraccionaria para los decimales. En cambio, en el
resto de operadores habria que realizar modificaciones para que puedan recibir nimeros reales.

Como se habia visto anteriormente, un numero racional puede interpretarse como el cociente

de dos enteros:
VA

R=E

En donde q es el numero de decimales del nimero real, b es la base en la que esta representada
el nimero y Z seria un nimero entero auxiliar que se obtiene de la siguiente manera:

Z=R-b1
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Por lo tanto, los operadores de codificacion binaria quedarian definidos de la siguiente manera.
El operador BIN recibe ahora un tercer parametro g, el cual indica el nimero de decimales:

cond =0 sin <TAM(|R],2)

z
BIN(R,m,q) = BIN (_ "’q) - {RZ'""I cond =1 sin>TAM([R],2)

24’

A

0 <R
SM(R,n, q) = {BIN <—,n - 1,q> _ BIN(IRl,n—1,q) consigno=0sikR=0

24 consigno=1 siR<0

Z
SiR=0 Rgynq=BIN (2—q,n,q) = BIN(R,n,q)
C2(R,n,q) =

2" —|Z|

SiR<O0 RCZ,n,q = BIN (2—q

,n,q> = BIN(2" — [R])

Z
(siR >0 Rcing = BIN (—,n,q) = BIN(R,n,q)

24
Cl(R,Tl,q>= 2n_1_lzl
sSiR<0 Rging =BIN <2—q,n,q> = BIN(2"™1 - 277 —|R|)
214+ 7
EX2""Y(R,n,q) ={BIN —a =BIN(2" 91 +R)

Podemos optar por dos opciones a la hora de usar estos operandos.

1. Usar los operandos tal cual como estan descritos y codificar tantos las cifras enteras y
fraccionarios usando los métodos de codificacion entera y fraccionaria.
BIN(R,n,q) = Ry q

2. Multiplicar por 29 el niimero real y codificar la parte entera del producto obtenido, y
después colocar la coma en su posicion correspondiente.

1 ) 1 Zom
Z—q'B”V([R'Z ILnqg = z—q-BIN(Z,n) =S¢ = Rang

Cabe destacar que los rangos de cada representacion binaria serdn distintos dependiendo del
numero de decimales con los que se trabajen:

2" -1

Rango BINn,q = [O,z—q

] — [0,279 — 279]

2n1—1 27—
20 1 2a

Rango SM,, ; = I— l = [-(2""971 = 279),2""a"1 — 274]

2n—1 2n—1 -1
29 ' 24

Rango €2, , = I— l =[—(2"971),2n" a1 — 274

21— 2m1 -
20 24

Rango €1, , = l— l = [-(2""971 = 279),2"4-1 — 274]

2n—1 2n—1_1
S 247 2a

Rango EX2"°1, , = l l = [-(2"971),2n"41 — 274
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No obstante, la codificaciéon de los reales en coma fija no es muy precisa, por lo que la
codificacion podria tener un error por defecto (menor que el valor original) o por exceso (mayor
que el valor original). Para determinar el error producido debemos de comprobar cual es el
valor del nimero codificado y compararlo con el valor original.

sie = 0 no hay error
€= VAL(RZ'n'q) — R {sie> 0 error por exceso
sie < 0 error por defecto

Codificacion de reales en coma flotante

La representacion de reales en coma flotante nos permite codificar de manera mas precisa
valores muy grandes o pequefios. Esta representacion es similar a la notacidn cientifica de un
nimero, el cual estd compuesto de una magnitud M la cual estd multiplicada por la base de
representacion b del numero real R elevado a un exponente E.

R=M-b*

Para la representacion de numeros binarios en coma flotante, repartimos el tamafio de
representacion de n bits en dos campos: uno expresa un numero real en coma fija M (a este
campo se le suele llamar significando), y el otro expresa un exponente entero E sobre una base
2 haciendo de factor de escala. Formalmente:

q p

v
A

R=M:-2E | significando | exponente |

n

No obstante, si movemos la coma completamente a la izquierda (al peso 27), representando
solo parte fraccionaria o mantisa, conseguimos codificaciones mas precisas al disponer de mas
decimales.

q p

&
<

v
A
v

0, | mantisa | exponente

&
<«

v

n

Decimos que la mantisa estd normalizada si a la derecha de la coma tenemos un digito
significativo. Para normalizar una mantisa en los diferentes sistemas de representacion binaria
debemos tener en cuenta lo siguiente:

Signo-magnitud: La normalizacion consiste en tener un 1 a la derecha de la coma (sin tener
en cuenta el signo, el cual viene representado por el primer bit de la mantisa).

S{0,]1
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Complemento a 2 y Complemento a 1: La normalizacién depende del valor del numero. Si
el nimero es positivo la mantisa empieza con un 0 para permanecer en el rango de los positivos
pero sigue inmediatamente con el primer 1 del nimero.

0,{0 |1

Para los negativos es totalmente reciproco, la mantisa empieza por 1 y el siguiente bit es el
primer 0 que haya después.

0,{1]0

Exceso a 2" 1: La normalizacion es parecida que la de los sistemas complementarios, pero
recordamos que los nimeros representado en exceso el bit de signo para los positivos es 1 y
para los negativos el 0 (al revés que en los sistemas complementarios).

Positivos: 0, 0 | 1

Negativos: 0, 1 | 0

Precision de la coma flotante

El rango de representacion de un numero de coma flotante es el siguiente:

[Minf . bEsup’Msup_ ] bEinf] U [Minf+ . bEinf'Msup . bEsup]

Esp, | Valor mas grande representable en el exponente
Einy | Valor més pequeiio representable en el exponente

M;,; | Valor normalizado mas pequefio representable

Myp,— | Valor normalizado mas grande negativo representable

Minr+ | Valor normalizado mas pequeiio positivo representable
Mgy, | Valor normalizado mas grande representable

La precision del exponente se calcula con la formula: 2£-4

Estandar IEEE 754 de coma flotante

La estandar simple IEEE 754 para valores binarios de coma flotante usa 32 bits:
- El primer bit representa el signo del namero.
- Los siguientes 8 bits son el exponente. Se expresa en exceso, sumandole 127.
- Los siguientes 24 bits es la mantisa del tipo 1,... en binario puro.

También se puede ver como que el significado (el valor) esta expresado en signo-magnitud.

8 bits 23 bits

v

»
L |

| S | 1 ,| exponente | mantisa |
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